
ÑÅÐÃÅÉ À. ÒÅÐÅÕÎÂ
Ñíåæèíñêèé Ôèçèêî-Òåõíè÷åñêèé Èíñòèòóò, ã. Ñíåæèíñê.

ÎÎÎ ÍåéðÎÊ, ã. Ìîñêâà.
E-mail: alife@narod.ru

ÍÅÉÐÎÑÅÒÅÂÛÅ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ Â
ÇÀÄÀ×ÀÕ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Àííîòàöèÿ
Ñ ïðèêëàäíûõ ïîçèöèé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè

ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ìíîæåñòâî ìíîãîìåðíûõ
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ïðåäëîæåíû ýôôåêòèâíûå íåéðîñåòå-
âûå ìåòîäèêè àïïðîêñèìàöèè ôîðìû ïëîòíîñòè. Ïðèâåäåíû ïðè-
ìåðû ïîñòàíîâîê çàäà÷ àíàëèçà äàííûõ íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè
ïëîòíîñòè. Îáñóæäàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ïîäõîäà.

SERGE A. TEREKHOFF
Snezhinsk Institute of Physics and Technology (SFTI), Snezhinsk

NeurOK LLC, Moscow.
E-mail: alife@narod.ru

NEURAL APPROXIMATIONS OF PROBABILITY DENSITY
IN INFORMATIONAL MODELING

Abstract

The problem of probability density approximation, based on set of
multivariate experimental data is considered from the point of view
of practical informatics. Effective neural techniques of approximation
of the density form are proposed. Statements of several data analysis
problems are presented using density approximation approach. Appli-
cations of the method are discussed.
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1 Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ è åå ðîëü â èíôîð-
ìàöèîííîì ìîäåëèðîâàíèè

Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ ìîäåëåé íà îñíîâå ÷è-
ñëîâûõ äàííûõ. Ðå÷ü ïîéäåò îá îáó÷åíèè áåç ó÷èòåëÿ íà ïðèìåðàõ â
óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè î õàðàêòåðå ìîäåëè. Ïóñòü äàííûå ñîñòàâ-
ëÿþò ñîâîêóïíîñòü èìåþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ èëè íàáëþ-
äåíèé íàä íåêîòîðîé ñëîæíîé1 ñèñòåìîé èëè óñòðîéñòâîì. Â öåíòðå ðàñ-
ñìîòðåíèÿ ëåæèò ìàòðèöà íàáëþäåíèé Djk, â êîòîðîé j = 1..N - íî-
ìåð íàáëþäåíèÿ (îäíà ñòðîêà â òàáëèöå èëè çàïèñü â áàçå äàííûõ),
à k = 1..M - íîìåð íàáëþäàåìîé ïåðåìåííîé xk (ïðèçíàêà, ôàêòîðà,
ñâîéñòâà è ò.ä.). Ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî
- ðåçóëüòàò íàáëþäåíèÿ. Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì íåïðåðûâíûõ
ïåðåìåííûõ è îñòàâèì íà âðåìÿ äèñêðåòíûå (îðäèíàëüíûå è êàòåãîðè-
àëüíûå) íàáëþäåíèÿ.

Íà ýòîì ýòàïå îòíîñèòåëüíî ìåõàíèçìà ïîðîæäåíèÿ äàííûõ áóäåì
ïðåäïîëàãàòü ñëåäóþùåå:

• Íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû;

• Íàáëþäàåìûå äàííûå ïîðîæäåíû ñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì (ñèñòå-
ìîé), ò.å. ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íå çàâèñÿò îò âðå-
ìåíè;

• Ðàçëè÷íûå íàáëþäåíèÿ íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà;
1Ïîä÷åðêíåì ðàçíèöó ìåæäó ýêñïåðèìåíòîì è íàáëþäåíèåì. Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñ-

ïåðèìåíòà óñëîâèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ è ïàðàìåòðû èññëåäóåìîé ñèñòåìû óïðàâ-
ëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàòîðîì. Ïðè ïðîñòîì íàáëþäåíèè ñèñòåìà èçó÷àåòñÿ ïðè òåõ ïà-
ðàìåòðàõ è óñëîâèÿõ, â êîòîðûõ îíà (ñëó÷àéíî) îêàçàëàñü â ìîìåíò íàáëþäåíèÿ. Ðàç-
ëè÷èå âåñüìà ñóùåñòâåííî ïðè èçó÷åíèè, íàïðèìåð, ñîöèàëüíûõ, ðûíî÷íûõ ñèñòåì,
èëè æèâûõ îðãàíèçìîâ. Â äàííûõ ñëó÷àÿõ, ýêñïåðèìåíò, êàê ïðàâèëî, íå âîçìîæåí.
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• Ôàêò íàáëþäåíèÿ íå âëèÿåò íà ñâîéñòâà èññëåäóåìîé ñèñòåìû (ïðî-
öåññà).

Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàåìûå äàííûå, ñóòü, ïîðîæäåíû íåêîòîðîé
âåðîÿòíîñòíîé [1] ñðåäîé. Ïðè ýòîì ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî îñíîâíûõ
ïðè÷èí, ïî êîòîðûì ïðåäëàãàåòñÿ ñîãëàñèòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòíîé2 òðàêòîâ-
êîé äàííûõ:

• Ïðîöåññ èçìåðåíèÿ ñîïðÿæåí ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ïîãðåøíîñòÿ-
ìè;

• Èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé [2], ò.å. íåñâîäèìîé ê ñóììå
ñâîéñòâ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò, è íàáëþäàåìîå ìíîãîîáðàçèå äàí-
íûõ ìîæåò áûòü ðàâíîâåðîÿòíî îáúÿñíåíî âåëèêèì ìíîæåñòâîì
ñòðóêòóðíûõ îïèñàíèé, ïðè ýòîì íåëüçÿ äîñòîâåðíî ïðåäïî÷åñòü
íè îäíî èç íèõ;

• Îáúåì èçìåðåíèé êîíå÷åí è íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ èñ÷åðïûâàþùèì
îïèñàíèåì ñèñòåìû.

Â ýòèõ óñëîâèÿõ ìû áóäåì ãîâîðèòü î ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè, îïè-
ñûâàþùåé ñîâîêóïíîñòü äàííûõ, êàê îá èíôîðìàöèîííîé ìîäåëè èçó÷à-
åìîé ñëîæíîé ñèñòåìû.

Íàèáîëåå ïîëíûì ñòàòèñòè÷åñêèì îïèñàíèåì íàáëþäàåìûõ äàííûõ
ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òî÷åê â âåê-
òîðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ P (x1, x2..xM ). Ðàññìîòðèì îñîáåííîñòè
çàäà÷è åå àïïðîêñèìàöèè. Â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷
ñãëàæèâàíèÿ äàííûõ [3], êîãäà â ðàñïîðÿæåíèè ó èññëåäîâàòåëÿ èìåþò-
ñÿ ïàðû çíà÷åíèé "àðãóìåíò - ôóíêöèÿ", ïðè àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè
äàíû òîëüêî êîîðäèíàòû òî÷åê â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àïïðîêñèìàòîðîì ïëîòíîñòè P ìíîæåñòâà òî÷åê D â
ïàðàëëåïèïåäå V ÿâëÿåòñÿ âñÿêàÿ ôóíêöèÿ A, òàêàÿ, ÷òî:

• A ðàâíà íóëþ âíå V ;

• íîðìèðîâàíà íà V :
∫

A(X)dV = 1;

• Îòíîøåíèå èíòåãðàëîâ îò A ïî äâóì îáúåìàì V1 è V2 èç V , ñîäåð-
æàùèì òî÷êè èç D, "ñòðåìèòñÿ"ê îòíîøåíèþ ÷èñëà òî÷åê èç D â
ýòèõ îáúåìàõ.

2Ñîäåðæàòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå è äðóãèå (íå âåðîÿòíîñòíûå) òðàêòîâêè. Â
÷àñòíîñòè, ñèñòåìà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ, êàê îïèñûâàåìàÿ íåêîòîðûì ÷èñëîì äå-
òåðìèíèðîâàííûõ ñêðûòûõ ôàêòîðîâ, à ñòîõàñòè÷íîñòü íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ
(êîòîðûõ îáû÷íî áîëüøå, ÷åì ôàêòîðîâ) ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê ñàìîé
ñèñòåìå. Äðóãîé ïîäõîä - íåëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ïîðîæäàþùèå íàáëþ-
äàåìûé äèíàìè÷åñêèé õàîñ.
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Íàìåðåííî îñòàíîâèâøèñü íà ñòîëü íåñòðîãîì îïðåäåëåíèè, ïîä÷åðê-
íåì âàæíûå ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñâîéñòâà çàäà÷è:

• Âñÿêàÿ ïîïûòêà âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè âäàëè çà ãðàíèöàìè îáú-
åìà V, ñîäåðæàùåãî òî÷êè íàáëþäåíèé, ïîòðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ
ïðåäïîëîæåíèé è îãðàíè÷åíèé.

• Âíóòðè èññëåäóåìîãî îáúåìà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé [4], õîòÿ áû óæå ïîòîìó, ÷òî
ðåøåíèå íå åäèíñòâåííî.

• Ó çàäà÷è, â íåêîòîðîì ñìûñëå, íåò "íàèëó÷øåãî"ðåøåíèÿ, èìåÿ â
âèäó èñïîëüçîâàíèå îöåíåííîé ïëîòíîñòè äëÿ ãåíåðàöèè è îáúÿñ-
íåíèÿ íîâûõ äàííûõ.

Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ïðîñòûå, êàæóùèåñÿ åñòåñòâåííûìè, ïîïûò-
êè ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàëû, îïòèìèçàöèÿ êîòîðûõ âåäåò ê óñòðàíåíèþ
íåêîððåêòíîñòè çàäà÷è, ÷àñòî ïðèâîäÿò ê ðåøåíèÿì ñ âåñüìà ñêðîìíîé
ïðàêòè÷åñêîé ïîëüçîé. Òàê íàïðèìåð, åñëè â êà÷åñòâå òàêîãî ôóíêöèî-
íàëà âûáðàòü ïîïóëÿðíûé ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ò.å.

max
∑

j∈D

log(A(Dj))

è íå ïðåäïðèíÿòü íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ìåð ïî ðåãóëÿðèçàöèè, òî
ëåãêî ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ

A(x) =
1
‖D‖

∑

j∈D

δ(x−Dj)

ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííî "ïðàâäîïîäîáíîé", óäîâëåòâîðÿÿ íàèëó÷øèì îá-
ðàçîì âñåì óñëîâèÿì, íàëîæåííûì ðàíåå íà àïïðîêñèìàòîð. Ê ñîæàëå-
íèþ, óíèâåðñàëüíûõ àâòîìàòè÷åñêèõ ðåöåïòîâ äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè íå ñó-
ùåñòâóåò.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû âåðíåìñÿ ê ïðàêòè÷åñêèì ìåòîäàì ðåãóëÿ-
ðèçàöèè çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè, à ñåé÷àñ çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, ÷òî äàåò
èññëåäîâàòåëþ çíàíèå ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêîâ
èçó÷àåìîãî îáúåêòà?

Â íåêîòîðîì ñìûñëå, îïèñàíèå íà ÿçûêå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóåò îïèñàíèþ íà ÿçûêå âîëíîâîé ôóíêöèè â êâàíòîâîé ìåõàíè-
êå. Ïîëíîòà ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ íà îñíîâå ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî â ïëîòíîñòè P ñîäåðæèòñÿ ïðàêòè÷åñêè
âñÿ3 èíôîðìàöèÿ îá èññëåäóåìîé ñèñòåìå, êîòîðóþ ìîæíî ïî÷åðïíóòü

3Â äåéñòâèòåëüíîñòè, âñåãäà ïðîèñõîäèò íåêîòîðàÿ ïîòåðÿ èíôîðìàöèè âñëåäñòâèå
îøèáîê àïïðîêñèìàöèè. Çàìåòèì, òàêæå, ÷òî îãðàíè÷åíèå èíôîðìàöèè ïðè àïïðîê-
ñèìàöèè ïëîòíîñòè îáúåìîì èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùèìñÿ â èñõîäíûõ äàííûõ - ÿâëÿ-
åòñÿ, ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðà, îòâåòîì íà äèñêóññèþ ñ À.À. Åæîâûì [6].

4



èç èìåþùèõñÿ äàííûõ. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî âñå íàáëþäà-
åìûå ñëåäñòâèÿ î çíà÷åíèÿõ è ðàñïðåäåëåíèÿõ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí ïðè
ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïóòåì âû÷èñëåíèé ôóíêöèî-
íàëîâ îò P. Èñêîìûå ôóíêöèîíàëû â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü îöåíåíû
ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ñ ðàçëè÷íûìè âàðèàöèÿìè [5].

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî âàæíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ çàïðîñîâ, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèõ ïðèêëàäíîé èíòåðåñ.

1. Îäíîôàêòîðíûå óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Êàê ðàñïðåäåëåí
êàêîé-òî èõ ïðèçíàêîâ, åñëè çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïðèçíàêîâ èçâåñò-
íû äîñòîâåðíî? Â ñëó÷àå, åñëè âûäåëåííûé ïðèçíàê ÿâëÿåòñÿ âû-
õîäíûì (çàâèñèìûì îò îñòàëüíûõ) è êîäèðóþùèì íåêîòîðûé îò-
êëèê, ýòà çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Â
êà÷åñòâå èñêîìîãî êîäà îáðàçà, çàäàâàåìîãî îñòàëüíûìè ïðèçíàêà-
ìè, ïðèíèìàåòñÿ íàèáîëåå âåðîÿòíîå èëè ñðåäíåå çíà÷åíèå â ðàñ-
ïðåäåëåíèè ïðèçíàêà-êîäà. Òàêàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàçûâà-
åòñÿ óñëîâíîé:

P (xk|x∗1, . . . , x∗k−1, x
∗
k+1, . . . , x

∗
M ) =

=
P (x∗1, . . . , x

∗
k−1, xk, x

∗
k+1, . . . , x

∗
M )∫

dxkP (x∗1, . . . , x
∗
k−1, xk, x

∗
k+1, . . . , x

∗
M )

Òàêèì îáðàçîì,èìååò ìåñòî ïðîïîðöèîíàëüíîñòü:

p(xk) ∼ P (x∗1 . . . xk . . . x∗M )

Â îáùåì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîé çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè
ïîâåðõíîñòè îòêëèêà èëè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ïðè èñïîëüçîâà-
íèè äëÿ îöåíêè óñëîâíîé ïëîòíîñòè (êàê ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåí-
íîé xk ) íåêîòîðîé àïïðîêñèìàöèè ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè P ïîëó-
÷àåòñÿ èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ðåçóëüòàòà,
à íå òîëüêî åãî íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå.
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ è çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðû ïðè-
çíàêîâ èëè ëþáîãî äðóãîãî èõ ÷èñëà:

P (x1, . . . , xq|x∗q+1, . . . , x
∗
M ) ∼ P (x1, . . . , xq, x

∗
q+1, . . . , x

∗
M )

2. Ïðîïóñêè â äàííûõ. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü íåêîòî-
ðûé ïðèçíàê, åñëè çíà÷åíèÿ ÷àñòè äðóãèõ ïðèçíàêîâ èçâåñòíû äî-
ñòîâåðíî, à îñòàâøèõñÿ - íåèçâåñòíû âîâñå? Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèò-
ñÿ èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà çàïîëíåíèÿ ïðîïóñêîâ â òàáëèöàõ äàííûõ,
â êîíòåêñòå íåéðîííûõ ñåòåé ïîäðîáíî ðàññìîòðåííàÿ â ðàáîòå [7].
Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ äàþòñÿ ìàðãèíàëüíûìè èíòåãðà-
ëàìè îò ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè:

P (xk|x∗q . . . x∗M ) ∼
∫

dx1..dxhP (x1..xh, . . . , xk, . . . , x
∗
q . . . x∗M )
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3. Âåðîÿòíîñòíûé ïðîãíîç. Êàêîâà ôîðìà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé âûäåëåííûõ ïðèçíàêîâ, åñëè èçâåñòíû
îäíîôàêòîðíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ.
Ðåçóëüòàò:

P (x1 . . . xq|p(xq+1) . . . p(xM )) ∼

∼
∫

dxq+1p(xq+1) . . . dxMp(xM )P (x1..xM )

4. Îáðàòíûå çàäà÷è. Êàêîâû äîëæíû áûòü âåëè÷èíû ïåðåìåííûõ
x1...xk−1, xk+1, ..xM , ÷òîáû íàèáîëåå âåðîÿòíûì çíà÷åíèåì äëÿ ïå-
ðåìåííîé xk áûëî ÷èñëî x?

k? Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê (÷èñëåííîìó)
ïîèñêó ðåøåíèé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ íà ìàêñèìóì âåëè÷èíû
óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè

max
xk

P (xk|x1...xk−1, xk+1, ..xM ) = x?
k

êàê ôóíêöèè M−1 ïåðåìåííîé. Ýôôåêòèâíîñòü ðåøåíèÿ òàêîé çà-
äà÷è âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïðîñòîòîé âûáðàí-
íîé àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè.
Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òàêæå ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè ïå-
ðå÷èñëåííûõ çàäà÷ (íàïðèìåð, ñëó÷àé, êîãäà ÷àñòü ïåðåìåííûõ èç-
âåñòíû òî÷íî, äëÿ äðóãèõ èçâåñòíû ëèøü îöåíêè ðàñïðåäåëåíèé, à
ïðî÷èå - íåèçâåñòíû).
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âñå âûðàæåíèÿ, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ñîâ-
ìåñòíàÿ ïëîòíîñòü, òðåáóþò åå îïðåäåëåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íåêî-
òîðîãî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ - âåçäå âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî îòíîøå-
íèÿ ïëîòíîñòåé. Ýòà äåòàëü ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò íàøó çàäà÷ó!

2 Ïîäõîäû ê àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ

Ïåðåõîäèì òåïåðü ñîáñòâåííî ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèé. Îñíîâ-
íîé îáúåì ëèòåðàòóðû ïî âîïðîñàì àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòè ìîæíî óñëîâíî ðàçáèòü íà òàêèå êðóïíûå ðàçäåëû, êàê:

• Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè. Ïîäõîäû ýòîãî ðàçäå-
ëà îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèè î êîíêðåòíîì ôóíêöèîíàëüíîì âè-
äå ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûé çàâèñèò îò íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ. Ýòè
ïàðàìåòðû äàëåå âûáèðàþòñÿ íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðè-
åâ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ èëè ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé
âåðîÿòíîñòè îïèñàíèÿ äàííûõ ìîäåëüþ. Òåîðèÿ è ìåòîäèêè ýòîãî
ðàçäåëà ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ â òåêñòàõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêå è îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ.
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• Ìåòîäû íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Ñþäà îòíîñÿòñÿ âûáî-
ðî÷íûå ÷àñòîòíûå ãèñòîãðàììû (ìàëî ïðèìåíèìûå â ìíîãîìåð-
íîì ñëó÷àå, ñì. íèæå) è øèðîêèé êëàññ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà
àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè ñìåñüþ áàçèñíûõ ôóíêöèé [8-10]. ×àñò-
íûì ñëó÷àåì òàêîé àïïðîêñèìàöèè ÿâëÿþòñÿ Ãàóññîâû ñìåñè [11],
ðàäèàëüíûå áàçèñíûå ôóíêöèè, à òàêæå âåéâëåò-ìåòîäû [12].

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ - ïî
÷èñëó èññëåäóåìûõ ïðèçíàêîâ. Â óñëîâèÿõ, êîãäà èìååòñÿ äîïîëíèòåëü-
íàÿ èíôîðìàöèÿ î ñòåïåíè çàâèñèìîñòè èëè íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ,
ýòà ïëîòíîñòü ìîæåò áûòü ôàêòîðèçîâàíà íà ôóíêöèè ìåíüøåãî ÷èñëà
ïåðåìåííûõ. Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ñâåäåíèÿõ îá îáóñëàâëèâàíèè îäíèõ
ïðèçíàêîâ äðóãèìè óäîáíåå ãîâîðèòü îá óñëîâíûõ4 ïëîòíîñòÿõ ðàñïðå-
äåëåíèé, êîòîðûå òàêæå çàâèñÿò îò ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ (ò.å.,
òîëüêî îò îáóñëàâëèâàþùèõ ïðèçíàêîâ). Òàêîå ôàêòîðèçîâàííîå îïèñà-
íèå äàåòñÿ áàéåñîâûìè ñåòÿìè ñîáûòèé [5].

Áàéåñîâû ñåòè ÿâëÿþòñÿ, ïî-âèäèìîìó, ñàìîé ðåâîëþöèîííîé òåõíî-
ëîãèåé ïîñëåäíåãî äåñÿòèëåòèÿ5 â îáëàñòè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà.
Îñíîâíîå èõ äîñòîèíñòâî - óíèâåðñàëüíîå è èíòóèòèâíî ïîíÿòíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà äàííûõ. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü íåé-
ðîííûì ñåòÿì, ãðàôè÷åñêèå áàéåñîâû ìîäåëè äîïóñêàþò ïðÿìóþ èíòåð-
ïðåòàöèþ. Áàéåñîâà ñåòü ñîñòîèò èç óçëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåí-
íûì çàäà÷è, è ðåáåð, îòðàæàþùèõ çàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè.
Îòñóòñòâèå ðåáðà ìåæäó äâóìÿ óçëàìè îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü ìåæäó
èõ ïåðåìåííûìè.

Áàåéñîâû ñåòè - ñòîëü îáøèðíàÿ è êðàéíå èíòåðåñíàÿ íàó÷íàÿ îá-
ëàñòü, ÷òî, íå â ñèëàõ áîëåå ïîäðîáíî îáñóæäàòü çäåñü ýòîò âîïðîñ, àâòîð
ïðåäëàãàåò îçíàêîìèòüñÿ ñ íèì ïî ðàáîòå [14].

Âàæíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ áàéåñîâîé ñåòè ïðîèñõîäèò ðå-
äóêöèÿ ïëîòíîñòè. Òàê, íàïðèìåð [15], äëÿ áàéåñîâîé ñåòè, îòðàæàþùåé
çàâèñèìîñòè ìåæäó 9 ïåðåìåííûìè (Ðèñ. 1), ïëîòíîñòü ôàêòîðèçóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (A,B, C,D, E, F, G,H, I) = P (A)P (B)P (C|A,B)P (D|C)×

×P (E|D)P (F |C)P (G|E, F )P (H|G)P (I|G)

Êàæäàÿ èç ïîëó÷åííûõ ôóíêöèé çàâèñèò îò 1 èëè 2 ïåðåìåííûõ.
Äàëåå, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ âìåñòî îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòè

4Ñóùåñòâóåò òî÷êà çðåíèÿ (ñì. íàïðèìåð, [13]), ÷òî âåðîÿòíîñòü, êàê ìåðà íàøèõ
îæèäàíèé (belief), âñåãäà ÿâëÿåòñÿ óñëîâíîé, ò.å. îáóñëîâëåííîé òåêóùèì îáúåìîì
èíôîðìàöèè, èìåþùèìñÿ ó èññëåäîâàòåëÿ.

5Áèë Ãåéòñ çàÿâèë â èíòåðâüþ ãàçåòå Ëîñ-Àíæåëîñ Òàéìñ (28 îêòÿ-
áðÿ 1996), ÷òî áàéåñîâû ñåòè áîëåå ïåðñïåêòèâíû è çíà÷èìû, ÷åì DOS
(http://www.cs.berkeley.edu/ murphyk/Bayes/la.times.html)
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Ðèñ. 1: Áàéåñîâà ñåòü äëÿ 9 ïåðåìåííûõ

òîëüêî èõ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, òîãäà ôîðìàëüíî ñâÿçü ìåæäó
îáóñëàâëèâàþùèìè (âõîäíûìè) è îáóñëàâëèâàåìûìè (âûõîäíûìè) ïðè-
çíàêàìè ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïðåäñòàâëåíà ìíîãîñëîéíîé íåéðîííîé
ñåòüþ [16], èçâåñòíîé ñâîèìè õîðîøèìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâà-
ìè (ñì. íàïðèìåð, [17]). È, íàêîíåö, åñëè â ðàñïîðÿæåíèè èññëåäîâàòå-
ëÿ èìåþòñÿ ôîðìàëüíûå ëîãè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âõîäíûìè è
âûõîäíûìè ïåðåìåííûìè, òî èõ ìîæíî îòðàçèòü â ôîðìå ýêñïåðòíûõ
ñèñòåì èëè ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä íà îñíîâå çàìåíû çàäà÷è àï-
ïðîêñèìàöèè ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷åé êëàññèôèêàöèè, ïðè ýòîì ðàññìîò-
ðåíèå âåäåòñÿ íà èñõîäíîì óðîâíå ñîâìåñòíîé ìíîãîìåðíîé ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè íàèëó÷-
øåãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà, ïîçâîëÿþùåãî îòëè÷èòü íàáëþäàåìóþ ñîâî-
êóïíîñòü äàííûõ îò íåêîòîðîé èñêóññòâåííîé âûáîðêè äàííûõ ñ èçâåñò-
íîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, îò-
íîñèòåëüíî íîâûì [18] è ìàëî ðàñïðîñòðàíåí6. Ðàññìîòðèì åãî â ñàìîé
ïðîñòîé ôîðìå - íà ïðèìåðå.

2.1 Ïðèìåð 1. Àïïðîêñèìàöèÿ ïëîòíîñòè íà îòðåçêå
Ïóñòü â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ âûáîðêà èç ñóììû äâóõ ðàçëè÷-
íûõ Ãàóññîâûõ ðàñïðåäåëåíèé, àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ ðàâíû:

Pexact =
0.5√
2π · 12

exp
(
− |x− 1|2

2 · 1
)

+
0.5√

2π · 0.52
exp

(
− |x− 3|2

2 · 0.5

)

Ãðàôèê òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïðåäñòàâëåí ñïëîøíîé ëèíèåé
íà Ðèñ.3. Îáúåì âûáîðêè - 2N òî÷åê. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè òàêîé ïëîò-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [−3..5] äîïîëíèòåëüíî (èñêóññòâåííî)

6Àâòîðó ïîñ÷àñòëèâèëîñü ïðåäëîæèòü ýòîò ìåòîä íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ïóáëèêà-
öèé
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ðàçûãðàåì åùå 2N ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ òî÷åê. Èõ
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà êîíñòàíòå:

P0 =
1

xright − xleft
=

1
8

Îáúåäèíèì îáà ìíîæåñòâà â îäíî - èõ 4N íàáëþäåíèé. Ïåðâûì 2N
òî÷êàì ñîïîñòàâèì çíà÷åíèå "êëàññ À", ðàâíîå 1. Ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåííûì 2N òî÷êàì ïðèïèøåì "êëàññ B"ñî çíà÷åíèåì 0. Êëàññ B âû-
ïîëíÿåò ýôôåêòèâíóþ ôóíêöèþ øóìà. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðî-
åíèè êëàññèôèêàòîðà, îòëè÷àþùåãî òî÷êè ñèãíàëà (êëàññ À) îò ýòîãî
øóìà. Âûõîä êëàññèôèêàòîðà áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå
[0..1]. Â êà÷åñòâå êëàññèôèêàòîðà ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìíîãîñëîé-
íóþ íåéðîííóþ ñåòü ñ ñèãìîèäàëüíûìè íåéðîíàìè [16], îáó÷àåìóþ ìå-
òîäîì RProp (Ïðèëîæåíèå A).

Ðèñ. 2: Ãèñòîãðàììà îáó÷àþùèõ äàííûõ êëàññà À (ñèãíàë)

Èòàê, íà âõîä íåéðîñåòåâîãî êëàññèôèêàòîðà ïîäàåòñÿ êîîðäèíàòà
îäíîé èõ òî÷åê ñîâîêóïíîé âûáîðêè, è ïðè îáó÷åíèè òðåáóåì, ÷òîáû
âûõîä íåéðîñåòè áûë ðàâåí 0 ëèáî 1 â çàâèñèìîñòè îò êëàññà, ê êîòîðîìó
ïðèíàäëåæèò äàííàÿ òî÷êà. Êëàññ êàæäîé òî÷êè äîñòîâåðíî èçâåñòåí
(ïî ïîñòðîåíèþ).

Áåç ñîìíåíèé, ó òàêîãî êëàññèôèêàòîðà íåò øàíñîâ áåçîøèáî÷íî îáó-
÷èòüñÿ, òàê êàê ïðåäúÿâëÿåìûå åìó òî÷êè îáîèõ êëàññîâ ýôôåêòèâíî
ïåðåìåøàíû íà îòðåçêå. Äëÿ êàæäîé òî÷êè â îòäåëüíîñòè íåò ñïîñîáà
äîñòîâåðíî ñêàçàòü, ïîðîæäåíà îíà ñèãíàëîì èëè øóìîì. Ê ÷åìó æå
áóäåò ñõîäèòüñÿ îáó÷åííûé êëàññèôèêàòîð?

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ âûäåëèì îêðåñòíîñòü dx íåêîòîðîé òî÷êè
x íà èññëåäóåìîì îòðåçêå. Â ýòîé îêðåñòíîñòè ÷èñëî òî÷åê êëàññà áëèçêî
ê P (x)dx, à ÷èñëî ãîëîñóþùèõ çà êëàññ B ñòðåìèòñÿ ê P0(x)dx. ßñíî,
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÷òî ìèíèìèçèðóþùåå êâàäðàò óêëîíåíèÿ (ò.å. îïòèìàëüíîå) çíà÷åíèå íà
âûõîäå êëàññèôèêàòîðà ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå

y(x) =
P (x)

P (x) + P0(x)

ðàâíîé îòíîøåíèþ ÷èñëó ãîëîñîâ, ïîäàííûõ çà "1"ê îáùåìó ÷èñëó ãîëî-
ñîâ. Îòñþäà äëÿ ôîðìû ïëîòíîñòè ëåãêî íàõîäèì

P (x) = P0
y(x)

1− y(x)

Ïðîñòîé àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè äàåò

δP ∼ P
1

y(1− y)
δy

ò.å. îøèáêà àïïðîêñèìàöèè ñîñðåäîòî÷åíà â îñíîâíîì â îáëàñòÿõ íàñû-
ùåíèÿ ñèãìîèäû âûõîäíîãî íåéðîíà êëàññèôèêàòîðà.

Ðèñ. 3: Ðåçóëüòàò íåéðîñåòåâîé àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
(ïóíêòèð) â ñðàâíåíèè ñ òî÷íîé ôîðìîé ïëîòíîñòè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)

Ðåçóëüòàòû àïïðîêñèìàöèè ýòèì ìåòîäîì ïðèâåäåíû íà Ðèñ.3, ãäå
òàêæå ïðèâåäåí ãðàôèê òî÷íîé ôîðìóëû äâóõ Ãàóññèàíîâ. Äîñòàòî÷íî
ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîé àïïðîêñèìàöèè âåñüìà òðóäíî äîñòè÷ü, ñãëàæè-
âàÿ ãèñòîãðàììó.

Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå, â äåéñòâèòåëüíîñòè, íèãäå íå èñïîëüçîâàëñÿ
ôàêò îäíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â òî÷íîñòè òàêîé æå ìåòîä èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ìíîãîìåðíûõ äàííûõ. Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà
îñîáåííîñòÿõ è âèäèìûõ ïðîáëåìàõ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà àïïðîêñèìà-
öèè ïëîòíîñòè.
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• "Ïðîêëÿòèå"ðàçìåðíîñòè. Ïðîñòûå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè
ðîñòå ÷èñëà ïåðåìåííûõ íàäåæäû íà íàäåæíîå ñòàòèñòè÷åñêîå îïè-
ñàíèå äàííûõ òàþò íà ãëàçàõ. Òàê, äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîñòîâåðíîé ãè-
ñòîãðàììû â ïðîñòðàíñòâå 10 èçìåðåíèé äàæå ñ äâóìÿ èíòåðâàëàìè
ïî êàæäîìó èç íèõ òðåáóåòñÿ ìàñøòàáà 30 × 210 = 30, 000 òî÷åê.
Òàêèå îáúåìû äàííûõ èìåþòñÿ òîëüêî â ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ
èëè îòíîñÿùèõñÿ ê ðåàëüíîìó âðåìåíè (ïîñòóïëåíèå ôèíàíñîâûõ
òèêîâ íà áèðæàõ, èëè îíëàéí-äèàãíîñòèêà). Ó ýêñïåðòîâ, èçó÷à-
þùèõ íåêîòîðîå óñòîé÷èâîå ÿâëåíèå èëè ñèñòåìó, îáû÷íî èìåþò-
ñÿ áàçû äàííûõ ëèøü ñ 100...5000 çàïèñÿìè. Íà òàêîé âçðûâíîé
õàðàêòåð çàâèñèìîñòè îáúåìà òðåáóåìûõ äàííûõ îò ðàçìåðíîñòè
îáðàòèëè âíèìàíèå åùå ïèîíåðû ðàñêîïêè äàííûõ (data mining),
òàêèå êàê John Tukey [19]. Â íàøåì ïîäõîäå ýòà ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ïðîáëåìà, ðàçóìååòñÿ, íå óñòðàíÿåòñÿ, íî ÷àñòè÷íî îñëàáëÿåòñÿ
òåì ôàêòîì, ÷òî î÷åíü ñëîæíûå, ñóùåñòâåííî ìíîãîìåðíûå, ôîð-
ìû ïîâåðõíîñòè ïëîòíîñòè âñòðå÷àþòñÿ ðåäêî, ïîýòîìó íà ïðàêòè-
êå ïî÷òè âñåãäà íåéðîñåòåâîé êëàññèôèêàòîð ýôôåêòèâíî íàõîäèò
ãëàâíûå îñîáåííîñòè è íàïðàâëåíèÿ âàðèàöèè ôóíêöèè.

• Êà÷åñòâî îáîáùåíèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ. Ñóòü ïðîáëåìû ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ïðè óëó÷øåíèè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè îáó÷àþùèõ äàí-
íûõ âîçíèêàåò ïåðåõîä ê èõ ïðÿìîìó çàïîìèíàíèþ, ïðè ýòîì òåðÿ-
þòñÿ îáîáùàþùèå ñâîéñòâà ìîäåëè. Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ðàçðà-
áîòàí øèðîêèé êðóã ñòàòèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ îöåíêè êà÷åñòâà
îáîáùåíèÿ (ñì. [16], ñ. 376). Îáû÷íî îöåíêà îøèáêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â îáùåé ôîðìå

Îøèáêà îáîáùåíèÿ = Îøèáêà îáó÷åíèÿ+
+Øòðàô çà ñëîæíîñòü ìîäåëè

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ñîñòàâëÿþùèìè îøèáêè íàèáîëåå ïî-
ñëåäîâàòåëüíî îöåíèâàåòñÿ ïðè Áàéåñîâîì îáó÷åíèè. Ñòðîãî ãîâî-
ðÿ, â íàøåì ïîäõîäå èñïîëüçóþòñÿ äâà òèïà ðåãóëÿðèçàöèè - âûáîð
àïïðîêñèìàòîðà êîíòðîëèðóåìîé ñëîæíîñòè è ðåãóëÿðèçàöèÿ øó-
ìîì â äàííûõ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè íåñêîëüêèõ âûáîðîê èç øóìîâî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ êàæäàÿ òî÷êà ñèãíàëà, îáðàçíî ãîâîðÿ, îêðóæà-
åòñÿ îáëàêîì øóìà, ÷òî ïðåïÿòñòâóåò ïðÿìîìó çàïîìèíàíèþ. · Ñî-
îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ñîñòàâëÿþùèìè îøèáêè íàèáîëåå ïîñëå-
äîâàòåëüíî îöåíèâàåòñÿ ïðè Áàéåñîâîì îáó÷åíèè. Ñòðîãî ãîâîðÿ, â
íàøåì ïîäõîäå èñïîëüçóþòñÿ äâà òèïà ðåãóëÿðèçàöèè - âûáîð àï-
ïðîêñèìàòîðà êîíòðîëèðóåìîé ñëîæíîñòè è ðåãóëÿðèçàöèÿ øóìîì
â äàííûõ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè íåñêîëüêèõ âûáîðîê èç øóìîâîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ êàæäàÿ òî÷êà ñèãíàëà, îáðàçíî ãîâîðÿ, îêðóæàåòñÿ
îáëàêîì øóìà, ÷òî ïðåïÿòñòâóåò ïðÿìîìó çàïîìèíàíèþ.
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• Ýôôåêòèâíûå îáó÷àþùèå âûáîðêè.Çäåñü ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî ÷èñëî ïðèìåðîâ, ãåíåðèðóåìûõ àïïðîêñèìèðóåìîé ïëîò-
íîñòüþ êîíå÷íî è çàäàíî çàðàíåå, â òî âðåìÿ êàê èìååòñÿ ïîëíàÿ
ñâîáîäà â ãåíåðàöèè äàííûõ "øóìîâîãî"ðàñïðåäåëåíèÿ. Êàêîé âû-
áîð äàííûõ ïðåäïî÷åñòü? Îòâåò7 íà ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðåí â ñëå-
äóþùåì ðàçäåëå.

3 Áóòñòðåï-âûáîðêè
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà ðàâíîìîùíûõ îáó÷àþùèõ âûáîðîê èõ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ òî÷åê è áàçîâîãî îäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî
èìåòü âîçìîæíîñòü ïîðîæäàòü íîâûå íàáîðû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-
íûõ. Ãåíåðàöèÿ íîâûõ âûáîðîê èç áàçîâîãî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
p0 íå ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåì, à ÷òî äåëàòü ñ èññëåäóåìûì ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì? Îäèí èç âîçìîæíûõ îòâåòîâ íà ýòîò âîïðîñ
- ìåòîä áóòñòðåï8 - ïðåäëîæåí, ïî-âèäèìîìó, Áðýäîì Ýôðîíîì [20] â
íà÷àëå 70-õ ãîäîâ.

Ìåòîä, â öåëîì, îñíîâàí íà ñëåäóþùåì íàáëþäåíèè. Äëÿ ìíîæåñòâà
òî÷åê â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïëîòíîñòü â ôîðìå ñóììû äåëüòà-
ôóíêöèé îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì ïðàâäîïîäîáèåì (ñì. íà÷àëî ëåêöèè).
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äëÿ ïîðîæäåíèÿ íîâûõ âûáîðîê ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì
ðàñïðåäåëåíèåì, òî ýòî ýêâèâàëåíòíî âûáîðêàì èç ýòîãî ìíîæåñòâà íåêî-
òîðîãî íîâîãî ìíîæåñòâà òî÷åê ñ âîçâðàòîì. Â âûáîðêå áóäóò ïîâòîðå-
íèÿ, íî, â íåêîòîðîì ñìûñëå, òàêàÿ âûáîðêà ñòàòèñòè÷åñêè ðàñïðåäåëåíà
òàê æå, êàê è èñõîäíîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Ââîäíûå ëåêöèè ïî áóòñòðåï-
ìåòîäàì èìåþòñÿ â Èíòåðíåò [21], ïîýòîìó ìû íå áóäåì èçëèøíå ïî-
äðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñàõ. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî
÷èñëî ðàçëè÷íûõ áóòñòðåï-âûáîðîê äëèíû N èç ñîâîêóïíîñòè N íàáëþ-
äåíèé ðàâíî CN−1

2N−1 . Ýòî çíà÷åíèå ëåãêî ïîëó÷èòü, åñëè ðàññìîòðåòü
çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ N − 1 ïåðåãîðîäîê â öåïî÷êå èç N øàðèêîâ. Âàæ-
íî, ÷òî ÷èñëî âàðèàíòîâ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ èíòåðåñíûõ îáúåìîâ äàííûõ
çàâåäîìî âåëèêî (ñì. Òàá 1.).

7Ïî-ïðåæíåìó, óðîâåíü ñòðîãîñòè è îáîñíîâàííîñòè äàâàåìûõ ðåêîìåíäàöèé äàëåê
îò óðîâíÿ ôîðìóëèðîâîê òåîðåì. Ïðîáëåìà çäåñü - ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ. Çà ðåäêèì èñ-
êëþ÷åíèåì íåâîçìîæíî âûñêàçàòü àáñîëþòíî âåðíîå (è ïðè ýòîì ïðàêòè÷åñêè ïîëåç-
íîå!) óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî íàáîðà äàííûõ. 10-ëåòíèé
îïûò àâòîðà ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäûé ðàç â íîâîé çàäà÷å äàííûå óñòðîåíû ñîâåð-
øåííî ïî-ðàçíîìó, è ÷àñòî èññëåäîâàíèå ïðèõîäèòñÿ íà÷èíàòü ïðàêòè÷åñêè ñ íóëÿ.
Ñîáñòâåííî, ýòî è èìåë â âèäó John Tukey, åùå â 60-õ ãîäàõ îòäåëÿÿ îáëàñòü àíàëèçà
äàííûõ îò ìàòñòàòèñòèêè [19].

8Áóòñòðåï - òðàíñëèòåðàöèÿ àíãëèéñêîãî Bootstrap (äîñëîâíî "òÿíóòü çà çàñòåæêè
áîòèíîê"), îçíà÷àþùàÿ "èñïîëüçîâàòü ñóùåñòâóþùèé âàðèàíò ñèñòåìû èëè ïðîöåññà
äëÿ ñîçäàíèÿ íîâîãî âàðèàíòà"(Lingvo 5.0). Â êîìïüþòåðíîé ëèòåðàòóðå ýòèì òåðìè-
íîì íàçûâàþòñÿ ñàìîñòàðòóþùèå ïðîãðàììû.
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Òàáëèöà 1. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà ðàçëè÷íûõ áóòñòðåï-âûáîðîê îò ðàçìåðà
èñõîäíîé ñîâîêóïíîñòè äàííûõ

N 5 10 20 30
×èñëî âûáîðîê 125 93539 6.93×1010 5.9×.1016

Èìåÿ â ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî âûáîðîê èç øó-
ìîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå áóòñòðåï-âûáîðêè äëÿ ïîëåç-
íîãî ñèãíàëà, ìîæíî ïðèìåíÿòü ïîñòðàíè÷íîå îáó÷åíèå. Ýòî îáó÷åíèå
ñíèæàåò ðèñê ñèñòåìàòè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ ðåçóëüòàòà, âûçâàííîãî ôèê-
ñèðîâàííîñòüþ äàííûõ, òàê êàê íà ðàçíûõ ýïîõàõ îáó÷åíèÿ íåéðîñåòè
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå îáó÷àþùèå âûáîðêè.

Ïîñêîëüêó ìíîãîìåðíûå çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ìîãóò ïðèâîäèòü ê
íåîáõîäèìîñòè îáó÷åíèÿ íåéðîñåòåé ñ áîëüøèì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ âå-
ñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ, â ýòîé ðàáîòå ìû îòêàçàëèñü îò áûñòðîñõîäÿ-
ùèõñÿ ìåòîäîâ íà îñíîâå îáðàùåíèÿ Ãåññèàíà (èëè åãî ïðèáëèæåíèé) è
èñïîëüçîâàëè àäàïòèâíûé ìåòîä RProp (ñì. Ïðèëîæåíèå À).

4 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîïûòàåìñÿ ïðîèëëþñòðèðîâàòü îñîáåííîñòè ïðåä-
ëîæåííîãî ìåòîäà àïïðîêñèìàöèè íà ðåàëèñòè÷íûõ çàäà÷àõ. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå áàçû äàííûõ äîñòóïíû â Èíòåðíåò [22], ïîýòîìó âîçìîæíà
ñâîáîäíàÿ íåçàâèñèìàÿ àïðîáàöèÿ.

4.1 Çàäà÷à Banana
Â ýòîé èãðóøå÷íîé çàäà÷å î äâóõ èçìåðåíèÿõ ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòðîèòü
àïïðîêñèìàöèþ ïëîòíîñòè ïî ñëîæíî ðàñïðåäåëåííûì íà ïëîñêîñòè âû-
áîðêàì òî÷åê èç íåñêîëüêèõ ïÿòåí ñëîæíîé ôîðìû (ñì. Ðèñ 4). Äàííûå
äëÿ ýêñïåðèìåíòèðîâàíèÿ äîñòóïíû â Èíòåðíåò9

Â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå òî÷êè ñ÷èòàþòñÿ ïðèíàäëåæàùèìè äâóì êëàñ-
ñàì (òî÷êè è ïëþñû íà Ðèñ. 4), è òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó êëàññèôè-
êàöèè. Â ðàñøèðåííîé ïîñòàíîâêå ïåðåìåííàÿ ïðèçíàêà êëàññà, ïðèíè-
ìàþùàÿ çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, äîáàâëÿåòñÿ ê èñõîäíûì äâóì êîîðäèíàòàì
òî÷åê, è ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòðîèòü àïïðîêñèìàöèþ ïëîòíîñòè â ñîâîêóï-
íîì ïðîñòðàíñòâå 3-õ èçìåðåíèé. Ïîñëå óñïåøíîãî îáó÷åíèÿ íåéðîñåòå-
âîãî êëàññèôèêàòîðà, ñ ïîëó÷åííûì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè ìîæíî
ðåøèòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòü-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî Áàéåñîâîãî ïîäõîäà ê âû÷èñëåíèÿì, à èìåííî:

• Ïîñòðîåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ "îáúåêòèâíîé"â
òîì ñìûñëå, ÷òî â íåé îòðàæåíà ëèøü òà èíôîðìàöèÿ, êîòîðàÿ
èìåëàñü â äàííûõ.

9URL: http://ida.first.gmd.de/ raetsch/data/banana/banana.data.tar.gz
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Ðèñ. 4: Èñõîäíûå äàííûå â çàäà÷å Banana

• Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è èññëåäîâàòåëü äîáàâëÿåò íîâóþ
àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ â åå óñëîâèè è èíòåðåñóåòñÿ òåì, êàê çíà-
íèå ýòîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè â ñî÷åòàíèè ñ "îáúåêòèâ-
íîé"ïëîòíîñòüþ îòðàçèòñÿ íà àïîñòåðèîðíûõ óñëîâíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèÿõ.

Âûÿñíèì, íàïðèìåð, êàê ðàñïðåäåëåíû ïðèìåðû êëàññà 0 (òî÷êè íà Ðèñ.4),
èìåþùèå êîîðäèíàòó y, ðàâíóþ 0.5? Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñîäåðæàòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ðàñïðåäåëåíèè äâóõ èç òðåõ ïåðåìåííûõ (à
èìåííî, äâå ïåðåìåííûå èçâåñòíû äîñòîâåðíî). Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ
çàäà÷è ôîðìàëüíî òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ñâåðòêó 3-õ ìåðíîé ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ äâóìÿ äåëüòà-ôóíêöèÿìè - èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íîð-
ìèðîâàííóþ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè îò îäíîé ïåðåìåííîé ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ çíà÷åíèÿõ äâóõ îñòàâøèõñÿ. Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû
íà Ðèñ. 5.

Äðóãîé âîïðîñ: êàêîâû îòíîñèòåëüíûå âåðîÿòíîñòè âñòðåòèòü ïðèìå-
ðû ðàçíûõ êëàññîâ â îêðåñòíîñòè êîîðäèíàòû (1.5, 0.5)? Îòâåò - ïîÿâëå-
íèå ïëþñèêà â ýòîé òî÷êå â 1, 5 ðàçà âåðîÿòíåå, ÷åì òî÷êè.

4.2 Çàäà÷à ïðîãíîçà çàãðóçêè ïðîöåññîðà ÝÂÌ (CompAct)
Ðàññìîòðèì áîëåå ðåàëèñòè÷íóþ çàäà÷ó ïðîãíîçà äîñòóïíîñòè ïðîöåñ-
ñîðà ÝÂÌ äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ýêñïëóàòàöèè (ýòîé
ÝÂÌ). Áàçà äàííûõ äëÿ âûáðàííîé çàäà÷è (DELVE repository) ñîäåð-
æèò èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìíîé è àïïàðàòíîé àêòèâíîñòè â êîì-
ïüþòåðå SunSparcstation20/712 ñ 128M ïàìÿòè, ðàáîòàþùåì â ìíîãî-
ïîëüçîâàòåëüñêîì ðåæèìå â óñëîâèÿõ óíèâåðñèòåòà. Ïîëüçîâàòåëè îáû÷-
íî âûïîëíÿþò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ îò äîñòóïà â
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Ðèñ. 5: Àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê âûäåëåííîãî êëàññà ñ èç-
âåñòíûì çíà÷åíèåì îäíîé èç êîîðäèíàò

Èíòåðíåò è ðåäàêòèðîâàíèÿ ôàéëîâ äî ïðîâåäåíèÿ ðåñóðñîåìêèõ ðàñ-
÷åòîâ. Äàííûå î ñîñòîÿíèè ñèñòåìû çàïèñûâàëèñü 1 ðàç â 5 ñåêóíä. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà 8192 çàïèñü ñ 13 ïàðàìåòðàìè (ñì. Òàá. 2).

Òàáëèöà 2. Ïàðàìåòðû çàäà÷è î çàãðóçêå ÝÂÌ.
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Îáîçíà÷åíèå Îïèñàíèå ïàðàìåòðà Ìèí. Ìàêñ.
lread ×èñëî îïåðàöèé ÷òåíèÿ-

ïåðåäà÷ â ñåê. ìåæäó ñè-
ñòåìíîé è ïîëüçîâàòåëüñêîé
ïàìÿòüþ

0 1845

Lwrite ×èñëî îïåðàöèé çàïèñè-
ïåðåäà÷ â ñåê. ìåæäó ñè-
ñòåìíîé è ïîëüçîâàòåëüñêîé
ïàìÿòüþ

0 575

scall ×èñëî ñèñòåìíûõ âûçîâîâ
âñåõ òèïîâ â ñåê.

109 12493

sread ×èñëî ñèñòåìíûõ âûçîâîâ íà
÷òåíèå â ñåê.

6 5318

Swrite ×èñëî ñèñòåìíûõ âûçîâîâ íà
çàïèñü â ñåê.

7 5456

fork ×èñëî ñèñòåìíûõ âûçîâîâ
"fork"â ñåê.

0 20

exec ×èñëî ñèñòåìíûõ âûçîâîâ
"exec"â ñåê.

0 60

rchar ×èñëî ñèìâîëîâ â ñåê., ïå-
ðåäàâàåìûõ ïîñðåäñòâîì ñè-
ñòåìíûõ âûçîâîâ íà ÷òåíèå

278 2526649

wchar ×èñëî ñèìâîëîâ â ñåê., ïå-
ðåäàâàåìûõ ïîñðåäñòâîì ñè-
ñòåìíûõ âûçîâîâ íà çàïèñü

1498 1801623

runqsz Ðàçìåð î÷åðåäè ïðîöåññîâ 1 2823
freemen ×èñëî ñèñòåìíûõ ñòðàíèö,

äîñòóïíûõ äëÿ ïîëüçîâà-
òåëüñêèõ ïðîöåññîâ

55 12027

freeswap ×èñëî áëîêîâ äèñêà, äîñòóï-
íûõ äëÿ ñâîïïèíãà ñòðàíèö

2 2243187

usr Äîëÿ âðåìåíè (â ïðîöåíòàõ)
â òå÷åíèè êîòîðîãî ïðîöåññî-
ðû ðàáîòàþò â ðåæèìå íåïî-
ñðåäñòâåííîãî îáñëóæèâàíèÿ
ïîëüçîâàòåëÿ (user mode)

0 99

Ñóòü òðàäèöèîííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïðîãíîçó ïîñëåä-
íåé ïåðåìåííîé - ïîëüçîâàòåëüñêîãî ÊÏÄ ñèñòåìû - ïî çíà÷åíèÿì îñòàëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ. Èñ÷åðïûâàþùåå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàíî â ïðîåêòå
Delve10. Â îáñóæäàåìîé â êîíòåêñòå ýòîé ëåêöèè ìåòîäèêå äëÿ ðåøå-

10http://www.cs.toronto.edu/ delve/data/datasets.html
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íèÿ òðåáóåòñÿ11 ïîñòðîèòü 13-ìåðíóþ ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè áûëà èñïîëüçîâàíà
íåéðîííàÿ ñåòü ñ 26 íåéðîíàìè íà ñêðûòîì ñëîå. Îäíàêî, èìåÿ â ðàñïî-
ðÿæåíèè òàêóþ àïïðîêñèìàöèþ, ìîæíî ðàññìîòðåòü è áîëåå èíòåðåñíûå
àíàëèòèêî-èíôîðìàöèîííûå çàäà÷è, íåæåëè ïðîñòî ïðîãíîç ïåðåìåííîé
usr. Íàïðèìåð, ïóñòü âñå ïàðàìåòðû êðîìå ðàçìåðà î÷åðåäè ïðîöåññîâ
ïðèíèìàþò ñâîè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ. Êàê â ýòèõ óñëîâèÿõ äîëÿ ïîëüçîâà-
òåëüñêîãî ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè çàâèñèò îò ðàçìåðà î÷åðåäè ïðîöåññîâ?
Ðåçóëüòèðóþùàÿ çàâèñèìîñòü ïðèâåäåíà íà Ðèñ. 6.

Ðèñ. 6: Çàâèñèìîñòü äîëè ïîëüçîâàòåëüñêîãî âðåìåíè ïðîöåññîðà îò ðàç-
ìåðà î÷åðåäè ïðîöåññîâ ïðè òèïè÷íûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ

Âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü íîñèò íå î÷åâèäíûé íåëèíåéíûé õàðàêòåð.
Òàêîãî òèïà ðåçóëüòàò íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïóòåì ïðîñòîé íåéðîñå-
òåâîé ðåãðåññèè.

5 Îáñóæäåíèå
Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå íà îñíîâå ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòè ïðèîáðåòàåò "âòîðîå äûõàíèå"âñëåäñòâèå áóðíîãî ðàç-
âèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Òàê, åñëè ñîâñåì çàáûòü îá îïòèìèçà-
öèè êîäà, òî 1, 000, 000 âû÷èñëåíèé çíà÷åíèÿ íåéðîñåòåâîé àïïðîêñèìà-
öèè ôóíêöèè ïëîòíîñòè îò 10 ïåðåìåííûõ çàíèìàåò 15 ñåêóíä â ñèñòåìå
MatLab íà îáû÷íîì ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìå-

11Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè ïîëüçîâàòåëÿ èíòåðåñóåò ëèøü ïðîãíîç 13-é ïåðå-
ìåííîé ïî çíà÷åíèÿì îñòàëüíûõ 12-òè, òî òàêàÿ ÷àñòíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà
ïóòåì ïðèìåíåíèÿ îáû÷íîé ðåãðåññèè (íàïðèìåð, ñ èñïîëüçîâàíèåì íåéðîííîé ñåòè).
Íàøåé æå öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è ïðîãíîçà õàðàêòåðà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ÷àñòè ïðèçíàêîâ ïî èçâåñòíîé èíôîðìàöèè îá îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ.
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íÿòü äëÿ îöåíîê óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðÿìûå ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî,
òðàäèöèîííî ñ÷èòàþùèåñÿ ñàìûìè âû÷èñëèòåëüíî òðóäîåìêèìè.

Îäíà èç îñíîâíûõ ïðîáëåì, ïðåïÿòñòâóþùèõ ñîçäàíèþ ïîëíîñòüþ
àâòîìàòèçèðîâàííûõ ìåòîäîâ íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè, êàê
âñåãäà, óõîäèò êîðíÿìè "â ïðîêëÿòèå ðàçìåðíîñòè â ìíîãîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïðè òèïè÷íûõ îáúåìàõ äàííûõ è òèïè÷íîé ñëîæíîñòè çàäà÷è
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîíöåíòðèðîâàíà â êðîøå÷íûõ îáëàñòÿõ, îáú-
åì êîòîðûõ íè÷òîæíî ìàë â ñðàâíåíèè ñ àïðèîðíûì èññëåäóåìûì îáú-
åìîì. Òåì ñàìûì êðàéíå çàòðóäíÿåòñÿ ïîëó÷åíèå "ïîëåçíîé"ñòàòèñòèêè.

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îáñóæäàåìûìè ìåòîäàìè ðîëü ýêñ-
ïåðòà - ñïåöèàëèñòà â ïðåäìåòíîé îáëàñòè - ñîñòîèò â ôîðìóëèðîâêå
àïðèîðíîãî çíàíèÿ î ïàðàìåòðàõ çàäà÷è â òåðìèíàõ ðàñïðåäåëåíèé âåðî-
ÿòíîñòè è èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åííûõ àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, à
ðîëü ñïåöèàëèñòà â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå è èíôîðìàòèêå ñâîäèò-
ñÿ ê ïîñòðîåíèþ ýôôåêòèâíûõ àïïðîêñèìàöèé è ïîëó÷åíèþ äîñòîâåð-
íûõ îöåíîê ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ ìåòîäàìè Ìîíòå-Êàðëî. Ðîëü
êîìïüþòåðà - âûïîëíÿòü îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè.

6 Áëàãîäàðíîñòè
Ïðè ïîäãîòîâêå ýòîé ëåêöèè àâòîð îáùàëñÿ ñî ìíîãèìè ñïåöèàëèñòàìè
â ôèðìå "ÍåéðÎÊ"è çà åå ïðåäåëàìè, âñåì èì áîëüøîå ñïàñèáî. Þ.Â.
Òþìåíöåâ âçÿë íà ñåáÿ íåëåãêèé òðóä ïðèâåäåíèÿ âñåõ ëåêöèé â åäèíóþ
ñèñòåìó. Îñîáî õî÷åòñÿ ïîáëàãîäàðèòü À.Í. Ãîðáàíÿ è Í.Ã. Ìàêàðåíêî çà
ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è ñîâåòû, à òàêæå Livermore Software Technology
Corporation çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó. Ñîòðóäíèêè Í.Ã. Ìàêàðåíêî îêà-
çàëè íåîöåíèìóþ ïîìîùü â èñïîëüçîâàíèè ñèñòåìû TEX.
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8 Ïðèëîæåíèå À.
Ýôôåêòèâíîå îáó÷åíèå áîëüøèõ íåéðîííûõ ñåòåé.

Çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè ïðè áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ïðî-
ñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, áîëüøèõ îáúåìàõ äàííûõ ìî-
ãóò ïðèâîäèòü ê íåîáõîäèìîñòè îáó÷åíèÿ íåéðîñåòåé ñ áîëüøèì ÷èñëîì
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ (ñèíàïòè÷åñêèõ âåñîâ íåéðîíîâ). Ýòî îáñòîÿ-
òåëüñòâî ìîæåò îãðàíè÷èâàòü ïðèìåíèìîñòü ìîùíûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ
òèïà Ëåâåíáåðãà-Ìàðêàðà èëè BFGS, ò.ê. â íèõ òðåáóåòñÿ ðåøåíèå ïëî-
õî îáóñëîâëåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûñîêîé ðàçìåðíîñòè [23].
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òðàäèöèîííûå ñõåìû ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ñ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì íåéðîñåòè ìåòîäîì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ êðàéíå
ìåäëåííî ñõîäÿòñÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî îáó÷åíèå íåéðîñåòè îáû÷íî ñâÿçûâàåòñÿ ñ äâèæåíèåì
ïðîòèâ ãðàäèåíòà îøèáêè ñ öåëüþ åå ìèíèìèçàöèè:

4Wij(n) = −ε
∂E(n)
∂Wij

Áîëåå óäà÷íîå íàïðàâëåíèå ïîèñêà äëÿ ñëîæíûõ ïîâåðõíîñòåé îøèáêè
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ "ìîìåíòà", ò.å. ïàìÿòè î íà-
ïðàâëåíèè äâèæåíèÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå:

4Wij(n) = −ε
∂E(n)
∂Wij

+ µ4Wij(n− 1)

Â ìåòîäå RProp (Resilient Propagation - "ýëàñòè÷íîå"ðàñïðîñòðàíåíèå),
ïðåäëîæåííîì â [24], êîððåêöèÿ êàæäîãî ñèíàïòè÷åñêîãî âåñà çàâèñèò
òîëüêî îò çíàêà ïðîèçâîäíîé è îò ïîïðàâêè íà ïðåäûäóùåì øàãå. Ïðè
ýòîì ïîïðàâêà äëÿ êàæäîãî âåñà èíäèâèäóàëüíà è àäàïòèâíà.
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Ðèñ. 7: Èäåÿ àëãîðèòìà îïòèìèçàöèè ìåòîäîì RProp

Â ñëó÷àå, åñëè êîìïîíåíòà ãðàäèåíòà íå èçìåíèëà çíàê ïî ñðàâíåíèþ
ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèåé, îïòèìèçàöèÿ ïðîõîäèò "ãëàäêî", è ìîæíî óâå-
ëè÷èòü øàã äëÿ ýòîé êîìïîíåíòû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå øàã óìåíüøà-
åòñÿ (ñì. Ðèñ 7):

σ = sign
(∂E(k − 1)

∂wij

∂E(k)
∂wij

)

∆(k)
ij =





min{η+∆(k−1)
ij , ∆max}, σ = 1

max{η−∆(k−1)
ij , ∆min}, σ = −1

∆(k−1)
ij , σ = 0

Ïîïðàâêà ê çíà÷åíèþ âåñà ñèíàïñà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

4W
(k)
ij =

{
−sign

(
∂E(k)
∂wij

)
∆(k)

ij , σ ≥ 0
−4Wij(k), σ < 0

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïàðàìåò-
ðîâ, âàðèàöèÿ êîòîðûõ ìàëî ìåíÿåò êàðòèíó:

h+ = 1.2, h− = 0.5, Dmin = 0.0001, Dmax = 50.

Êàê âèäíî èç èçëîæåíèÿ, ìåòîä RProp ÿâëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê àëãî-
ðèòìîì îïòèìèçàöèè ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Íèêàêàÿ ñïåöèôè-
êà îïòèìèçàöèè èìåííî îøèáêè íåéðîñåòè íå èñïîëüçîâàíà. Èìåííî â
òàêîì âèäå â çàâåðøåíèè ëåêöèè õîòåëîñü áû ïðèâåñòè ýòîò àëãîðèòì
îïòèìèçàöèè â âèäå ïðîãðàììû äëÿ MatLab.
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% RPROP Ïîèñê áåçóñëîâíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè ìíîãèõ
% ïåðåìåííûõ ìåòîäîì RProp
%
% (c) 2002, Ñåðãåé À. Òåðåõîâ
%
function [x, fx, epoch, dnorm] = ...

rprop( fgrad, x, max_epochs, min_dnorm )

% -- Êîíñòàíòû ìåòîäà RProp
delta_0 = 0.01;
delta_max = 50;
delta_min = 1e-6;
delta_inc = 1.2;
delta_dec = 0.5;

% -- Èíèöèàëèçàöèÿ
delta_x = delta_0*ones(size(x));
grad_x = zeros(size(x));
grad_sign = zeros(size(grad_x));

alldone = 0;
epoch = 0;

% -- Îñíîâíîé öèêë ïîèñêà ìèíèìóìà
while ~alldone

% -- Âû÷èñëèòü ãðàäèåíò îïòèìèçèðóåìîé
% ôóíêöèè â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè x
[grad_x, fx] = feval( fgrad, x );

% -- Ïðèìåíèòü RProp àëãîðèòì äëÿ
% âû÷èñëåíèÿ èíäèâèäóàëüíîãî øàãà ïî
% êàæäîé êîîðäèíàòå
wrk = grad_x.*grad_sign;
delta_x = ((wrk>0)*delta_inc + ...

(wrk<0)*delta_dec + ...
(wrk==0)).*delta_x;

grad_sign = zeros( size(grad_sign) );
grad_sign = grad_sign + ...

( (wrk>=0)&(grad_x>0) ) - ...
( (wrk>=0)&(grad_x<0) );

delta_x = min(delta_x, delta_max);
delta_x = max(delta_x, delta_min);
dx = - delta_x.*sign(grad_x);
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% -- Ñäåëàòü øàã ïî êîîðäèíàòàì
x = x + dx;

% -- Êîíòðîëü îñòàíîâà èòåðàöèé
dnorm = norm( dx ) / ...

( sqrt(prod(size(dx))) + eps );
epoch = epoch + 1;
alldone = (epoch >= max_epochs) | ...

(dnorm <= min_dnorm);
end

return;

% TEST Òåñòîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ àëãîðèòìà RProp
%
function [grad, fun] = test( x )

ndim = length( x );
fun = 0;
grad = zeros( size(x) );
for j = 1:ndim

fun = fun + 0.5*( x(j) - j )^2;
grad(j) = x(j) - j;

end
return

Âûçîâ ïðîãðàììû èç êîìàíäíîé ñòðîêè MatLab âåñüìà ïðîñò:

[x, fx, epoch, dnorm] = ...
rprop( 'test', [11 3 19 124], 100, 1e-6 );

Åñëè ïðîãðàììà íå ðàáîòàåò, òî ïîïðîáóéòå óäàëèòü êîììåíòàðèè íà
ðóññêîì ÿçûêå (èëè çàìåíèòå èõ àíãëèéñêèìè). Äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîñåòè
èëè ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ôóíêöèé áîëüøîãî ÷èñëà ïå-
ðåìåííûõ îò ïîëüçîâàòåëÿ òðåáóåòñÿ çàïðîãðàììèðîâàòü âèä ôóíêöèè,
íàçâàííîé çäåñü test (è, ïî âîçìîæíîñòè, îçíàêîìèòüñÿ ñ êíèãîé [23]).

Cåðãåé Àëåêñàíäðîâè÷ ÒÅÐÅÕÎÂ, êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, çàâ. ëàáîðàòîðèåé èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåé ÑÔÒÈ, çàì. ãå-
íåðàëüíîãî äèðåêòîðà ÎÎÎ "ÍåéðÎÊ". Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ �
àíàëèç äàííûõ ïðè ïîìîùè èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåé, ãåíåòè÷å-
ñêèå àëãîðèòìû, ìàðêîâñêèå ìîäåëè, áàéåñîâû ñåòè, ìåòîäû îïòèìèçà-
öèè, ìîäåëèðîâàíèå ñëîæíûõ ñèñòåì. Àâòîð 1 ìîíîãðàôèè è áîëåå 50
íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé.
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